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 حد توابع

 متري رها كنيم طبق قوانين فيزيكي ارتفاع آن در هر لحظه16اگر سنگي را از بالاي يك ساختمان

t2516به صورت)( tty وt است كه=− . بر حسب متر استty)( بر حسب ثانيه

)(ty

ك. اين سوالي بود كه نيوتون از خود پرسيد  سال پيش مي زيسته 300ه حدود نيوتون فيزيكداني بود

و حل آنها علم حسابان را پايه ريزي نمود و با طرح چنين مسائلي . است

و آيا مي دانيد سرعت يك متحرك:معلم از دانش آموزن پرسيد  آن را چگونه حساب چيست

 مي كنند؟

 متر جلو2هر ثانيه در موقع دويدن معمولا.و در تمرينها زياد مي دوم ورزشكار هستممن:سعيد

. متر بر ثانيه است2مي روم، يعني سرعت من

و اگر اين:معلم  بله اگر متحركي با سرعت ثابت حركت كند، در هر ثانيه مسافت يكساني طي مي كند

متحركهايي كه با سرعت ثابت به طور كلي. متر بر ثانيه استv متر باشد، گوييم سرعت آنvمسافت

],[) بر حسب ثانيه(حركت مي كنند در هر فاصله زماني 21 ttاگر aمتر طي كرده باشند مقدار 
12 tt

a
−

و همان سرعت متحرك بر حسب متر بر ثانيه است .ثابت است

حل يك مسئله

چگونه مي توان سرعت سقوط اين سنگ را در هر لحظه حساب كرد؟
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و سرعت آن در حال تغيير باشد در هر لحظه سرعت اما اگر متحركي سرعت ثابت ندا:علي شته باشد

 چگونه حساب كنيم؟ آن را

و سرعت:محسن  من هر وقت سوار ماشين مي شوم، ماشين از حالت ايستاده شروع به حركت مي كند

و در هر لحظه عقربه سرعت شمار مقدار50 خود را از صفر تا  كيلومتر بر ساعت افزايش مي دهد

.افزايش مي يابد50ان مي دهد كه از صفر تا سرعت را نش

و اين سرعت در حال افزايش است:معلم از بله ماشين در هر لحظه سرعتي دارد  ولي آنچه كه ما

 اين دانستنبا آيا. ماشين مي توانيم ببينيم آن است كه در هر لحظه چند متر به جلو رفته است

م مطلب ما  اشين در هر لحظه چقدر است؟ مي توانيم تشخيص دهيم سرعت

يك اگر در هر لحظه ما بدانيم متحرك چقدر حركت كرده است،:سعيد بعد لحظه چند تا1t لحظه از

aاگر مسافت طي شده بين اين دو لحظه. مي توانيم حساب كنيم چند متر حركت كرده است2t مانند 

متر باشد مقدار
12 tt

a
−

],[ را مي توان سرعت متحرك در فاصله زماني 21 ttبدانيم .

 اين درست نيست، ما مي خواهيم بدانيم سرعت متحرك در هر لحظه چقدر است، اين عدد:محسن

.چنين چيزي را به ما نمي گويد

س:معلم مقدار. عيد گام مهمي را در حل مسئله برداشته است محسن درست مي گويد ولي
12 tt

a
−

],[سرعتي را نشان مي دهد كه اگر متحرك در فاصله زماني 21 ttبه طور ثابت با آن سرعت حركت 

 متحرك اين مقدار را در فيزيك سرعت متوسط. مي كرد به همان جايي مي رسيد كه اكنون رسيده است

],[در فاصله زماني 21 ttمي نامند .

 ما چگونه مي توانيم از طريق سرعت متوسط به سرعت لحظه اي برسيم؟:محسن
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. نزديك باشد، مقدار متوسط سرعت نيز بايد به سرعت لحظه اي نزديك باشد1t به2t اگر:سعيد

 نزديك مي شود، سرعت متوسط به چه عددي نزديك1t به2tين بهتر است ببينيم زماني كه بنابرا

.مي شود

را:معلم  نكات خوبي را مطرح كرديد، بياييد ببينيم كه آيا با اين روش مي توانيم سرعت سقوط سنگ

. در هر لحظه حساب كنيم

م-1  ثانيه سنگ در چه ارتفاعي از سطح زمين قرار دارد؟1، پس از گذشت سئله سقوط سنگدر

 سنگ در چه ارتفاعي از سطح زمين قرار دارد؟h+1 عددي كوچك باشد در لحظهhاگر-2

و اين حركت در چند ثانيه انجام شدهh+1و1بين دو لحظه-3  سنگ چند متر حركت كرده

 است؟

و چقدر است؟h+1و1 سرعت متوسط سنگ بين دو لحظه ناصفر باشد،hاگر-4

 چه معنايي دارد؟h+1 منفي باشد لحظهhاگر-5

.جدول زير را تكميل كنيد-6

1/001/0001/00001/001/01/0 ←→−−−h

←→  سرعت متوسط?

و آنhاگر-7 و كوچكترناصفر باشد سرعتو به صفر نزديك كنيم، كنيم را به تدريج كوچك

 اين عدد چه چيزي را نشان مي دهد؟؟متوسط سنگ به چه عددي نزديك مي شود

وhوابسته به مقدارh+1و1اليت بالا سرعت متوسط سنگ بين دو لحظه در فع  است

با مي باشدh تابعي بر حسب  نشان دهيم داريمhg)( كه اگر آن را

فعاليت
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105))1(516()1516()(
22

+=+−−×−= h
h

hhg

hو ما حق نداريم به جاي هاي ناصفر تعريف شده استhفقط برايhg)(توجه كنيد كه

چقدر بايدh=0در مقدار اين تابع مي خواهيم بدانيمصفر قرار دهيم، با اينحال ما دقيقا

.)چرا؟(.باشد

قhاگرچه ما حق نداريم جاي hرار دهيم ولي مي توانيم مقدارهاي ناصفر كوچك جاي صفر

hg)(و بررسي كنيم مقدارهايو هر چقدر دلمان بخواهد آن را كوچكتر كنيم قرار دهيم

و آيا به عدد خاصي نزديك مي شوند؟  چگونه تغيير مي كنند

)(1 تابع براي-1 += xxfو سپس حدس بزنيد كه اگر مقدارهاي جدول زير را تكميل كنيد

xنزديك كنيم مقدارهاي1را به )(xfبه چه عددي نزديك مي شوند؟ 

1/101/1001/1←→ 1999/099/09/0x

←→ ?)(xf

)(1نمودار تابع-2 += xxfاز روي نمودار توضيح دهيد وقتي. در زير رسم شده است

. به چه عددي نزديك مي شوندxf)( نزديك مي شوند، مقدارهاي1 بهxمقدارهاي 

براي توابع-3
1
1)(

2

−
−=

x
xxgو





=
≠+

=
15
11

)(
x
xx

xkو نمودار آنها  نيز با رسم جدول

 به چه عدديxf)( نزديك مي شوند، مقدارهاي1 بهxبررسي كنيد وقتي مقدارهاي

x
←

•1

)(xf
2

تمرين در كلاس
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. نزديك مي شوند

و چه چيز باعث شدهxk)(وxg)(وxf)(سه تابع-4 و چه شباهتهايي دارند  چه تفاوتها

. به عدد يكساني نزديك شوند1 بهxاست كه همه آنها با نزديك شدن

و سپس-5  به صفر نزديك مي شودxحدس بزنيد كه وقتي مقدار جدول زير را تكميل كنيد

مقدار تابع
x
xxg sin)( ؟ به چه عددي نزديك مي شود=

1/001/0001/00001/001/01/0 ←→−−−x

09983/0009999/000099999/0xsin 

←→ ?
x
xsin 

دا(x روبرو بوديم كه متغيرxf)( بالا با تابعي مانند تمرينهايدر به عددي)fمنهدر

و اين سوال مطرح بود كه آيا مقدارهايaمانند   عدد نيز بهxf)( نزديك مي شد

را مي شوند؟ نزديك خاصي . مي نامندa در نقطهf از تابع حدگيرياين مفهوم

:اين مطلب را به صورت زير مي نويسيم

Lxf
ax

=
→

)(lim 

.) استL برابرa در نقطهxf)(حد: بخوانيد(

aبه عددي مانند)fدر دامنه(xاگر مقدارهايfبراي يك تابع

و نتيجه شود مقدارهاي  نزديكبه عددي مانندxf)( نزديك شوند

و حدa در نقطهxf)(يم تابعمي شوند، گوي .است آن برابرحد دارد
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 حد تابع:مثال
1
12

−
−

x
x2، است2 برابر1 در

1
1lim

2

1
=

−
−

→ x
x

x
.

 با محاسبه مقدارهاي تقريبي تابع:مثال
x
xsin براي مقدارهاي xمي توان نزديك صفر 

، است1 برابرصفرحدس زد كه حد آن در
0

1sinlim
→

=
x x

x.

براي تابع.1
x
و حد اين تابع در صفر را بررسي كنيد1 . جدول زير را تكميل كنيد

1/001/0001/00001/001/01/0 ←→−−−x

←→ ?
x
1

آيا مقدارهاي.2
x
 به صفر نزديك مي شود، به عدد خاصي نزديك مي شوند؟x وقتي1

جواب خود را از طريق نمودار تابع
x
. كه در زير آمده است توضيح دهيد1

x
xsin

1

x

•
←

↑

Lxf
ax

=
→

)(lim به معناي آن است كه با نزديك شدن xبه a

.از هر مقداري كه بخواهيم كوچكتر مي شودL تاxf)( فاصله

فعاليت
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كهفعاليت بالا نشان مي دهد اي اين طور نيست حد داشته حتما هر تابعي در هر نقطه

آنكه هستندf ماننديبعتوا.باشد عدديبه)fدر دامنه(x، با نزديك شدنهامقدارهاي

ن مانند .دندر آن نقطه حد نداراين گونه توابع گوييم. شوندمي به هيچ عددي نزديك

تابع: مثال
1

)( 2 −
=
x
xxfحد ندارد، زيرا با نزديك شدن-1و1نقاط در x1يا1 به-

مقدارهاي
12 −x

xو از لحاظ قدرمطلق مرتبا به هيچ عدد خاصي نزديك نمي شوند

م .ي يابندافزايش

و حد راست  حد چپ

xx][تابع جدول زير را براي.1 .تكميل كنيد−

•
•

•
•

x
x

)(xf

)(xf

•

•
←→

x
xf 1)( =

بحث در كلاس

Lxfا چر
ax

=
→

)(limمعادل با آن است كهLhaf
h

=+
→

)(lim
0

فعاليت
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1/101/1001/1←→ 1999/099/09/0x

←→ ?][x

xx][مقدارهاي نزديك شود، آيا1به1با مقدارهاي بزرگتر ازxاگر.2 عدد خاصي به−

ك شود، آيا مقدارهاي نزدي1به1 با مقدارهاي كوچكتر ازx؟ اگر نزديك مي شوند

][xx  به عدد خاصي نزديك مي شوند؟ آيا اين دوعدد يكي هستند؟−

xx][نتايج خود را روي نمودار تابع.3 . كه در زير آمده است توضيح دهيد−

xx][آيا تابع.4  حد دارد؟1 در−

[ ]xxy −=

1

با مقدارهاي بزرگتر از عددي)fدر دامنه(x اگر متغيرfعدر يك تاب

و مقدارهايa بهaمانند نزديكL به عددي مانندxf)(نزديك شود

و مقدار اين حدaدر نقطهfشوند، گوييم تابع .استL حد راست دارد

.اين مطلب را به صورت زير نشان مي دهيم

Lxf
ax

=
+→

)(lim
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 نمودار تابع:مثال




<+
<−

=
xx

xx
xf

41
41

. در زير رسم شده است)(

و ديده مي شود كه با نزديك شدنx=4اين تابع در نقطه با4بهx تعريف نشده است

 نزديك مي شوند، يعني5 بهxf)(، مقدارهاي4مقدارهاي بزرگتر از

5)(lim
4

=
+→

xf
x

٣

�

�





<+
<−

=
xx

xx
xf

41
41

)(

•

•

•
•

xx
)(xf

)(xf

•

•

←

↓

↑
→

K

a

L

x x

↑

↑

→ ←

 از عدديكوچكتربا مقدارهاي)fدر دامنه(x اگر متغيرfدر يك تابع

و مقدارهايa بهaمانند نزديكK به عددي مانندxf)(نزديك شود

حدچپحدaدر نقطهfشوند، گوييم تابع و مقدار اين .استK دارد

.اين مطلب را به صورت زير نشان مي دهيم

Kxf
ax

=
−→

)(lim
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 نزديك3 بهxf)(، مقدارهاي4 از كوچكتر با مقدارهاي4 بهx با نزديك شدن همچنين

lim)(3مي شوند، يعني
4

=
−→

xf
x

در. . حد ندارد4بنابراين، اين تابع

و چپ دارند، معناي»-«و»+«نمادهايو چپ راست علامتگذاري حد در:تذكر راست

و منفي .نه مثبت

. را در صفر بررسي مي كنيمx حد تابع:مثال

و چه از راستxبا نزديك شدن حد به صفر نزديك ميx به صفر چه از چپ شود، يعني

و برابر صفر مي باشند، پس  و حد راست هر دو موجودند 0limچپ
0

=
→
x

x
.

در هر كدام از نمودارهاي داده شده در نقطه. در زير نمودار چند تابع داده شده است.1

و وجود حد تابع را بررسي كنيد و راست .مشخص شده وجود حدهاي چپ

xx ←→

↓

x

و راست متفاوت داشته باشد، در اگر تابعي در نقطه اي حدهاي چپ

اي. آن نقطه حد ندارد و راست تابع در نقطه اما اگر حدهاي چپ

و حد آن و مساوي باشند، تابع در آن نقطه حد دارد  همان موجود

و راست است .مقدار مشترك حدهاي چپ

تمرين در كلاس
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و حد تابع را در نقطه توابعو نموداربا رسم جدول.2 و راست زير وجود حدهاي چپ

.و مقدار اين حدها را به دست آوريدداده شده بررسي كنيد

xya)الف +== 1,3

)ب
||

,0
x
xya ==

)ج




<+
<−

==
xx

xx
ya

21
21

,2
2

.يد اين مسئله را حل كنيدبا انجام مراحل زير سعي كن

و يك نقطه نزديك به آن كه روي نمودار قرار دارد)1 معادله خطي را كه از اين نقطه

به. بنويسيد  روي نمودار اين تابع را مي توانيد به شكل)1,1(يك نقطه نزديك

))1(,1( 2hh . در نظر بگيريد++

a a

a a

حل يك مسئله

چگونه مي توانيم معادله خط مماس بر نمودار تابع
2xy  به دست آوريم؟ را)1,1( در نقطه=
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وhاگر)2  به صفر نزديك شود اين خط به چه خطي نزديك مي شود؟ شيب اين خط

 عرض از مبدا اين خط به چه اعدادي نزديك مي شوند؟

2xyمعادله خط مماس بر نمودار تابع)3 . بنويسيد)1,1( را در نقطه=

2xyش مي توانيد معادله خط مماس بر نمودار تابع با استفاده از اين رو  را در نقاط=

را. ديگر نيز بيابيد آيا براي نمودار توابع ديگر نيز مي توان معادله خط مماس بر نقاط آنها

.يافت؟ در مورد چند تابع ديگر اين مطلب را آزمايش كنيد

 همسايگي هاي يك نقطه
 صحبت كرد؟ شرط اصلي در بررسي حديك تابع-1 در نقطهx تابع آيا مي توان از حد

اما. نزديك شدa آن است كه بتوان از نقاط دامنه آن تابع به نقطهaدر يك نقطه مانند

] بازهxدامنه تابع  و نمي توان از نقاط اين بازه به0,∞( شد-1 است . نزديك

 آن است كه بتوانaمنظور از نزديك شدن مقدارهاي يك متغير به يك نقطه مانند

هaمقدارهايي براي متغير قرار داد كه فاصله آن تا .ر عددي كه بخواهيم كمتر شود از

چپ( از دو طرفaبراي آن كه بتوان از داخل دامنه تابعي، به نقطه اي مانند و ) راست

)نزديك شد، دامنه آن تابع بايد شامل يك بازه به صورت )δδ +− aa  البته خود. باشد,

1

2)1( h+

1

h+1

01− x
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aدر دامنه آن تابع باشد لزومي ندارد .

21 تابع:مثال x−و خود صفر تعريف شده است زيرا در همسايگي. در اطراف صفر

( . از صفر تعريف شده است−1,1(

 تابع:مثال
x
x21−ص در اطراف صفر تعريف شد ر تعريف نشدهفه است اما در خود

)است زيرا دامنه تعريف آن يك همسايگي محذوف صفر، ) ( )1,00,1 .، است−∪

بايد بتواند)fدر دامنه(x، متغيرa در نقطه اي مانندfبراي بررسي حد چپ يك تابع

 بايد شامل بازه اي بهfاين به معناي آن است كه دامنه. نزديك شودaاز چپ به 

xa δ+aδ−a

←

)بازه هاي به صورت )δδ +− aa اδرا كه, ستعددي مثبت

را از اين همسايگيa اگر. مي نامندa همسايگيرا يك

يك حذف .مي نامندa همسايگي محذوفكنيم آن را

صحبت كنيمaشرط آن كه بتوان از حد يك تابع در يك نقطه

آ آن تعريف شدهaن تابع در يك همسايگي محذوف است كه

.تعريف شده استa اين حالت گوييم تابع در اطرافدر. باشد

بحث در كلاس

21 آيا مي توان از حد چپ يا راست تابع x−كرد؟ صحبت1در نقطه



)نسخه اول( استنادغيرقابل

15 
 

)صورت )aa ,δ−يك. باشد چپچنين بازه هايي را و در اينa همسايگي  ناميم

گ . تعريف شده استa در يك همسايگي چپfوييم تابع حالت

)به طور مشابه، بازه هاي به صورت )δ+aa و اگرa همسايگي راست را يك,  ناميم

 باشد، گوييم آن تابع در يك همسايگي راستa راست دامنه تابعي شامل يك همسايگي

aتعريف شده است .

21 تابع:مثال x−تعريف شده-1و در يك همسايگي راست1 در يك همسايگي چپ 

. تعريف شده نيستاست، اما دراطراف اين دو نقطه

32 تابع:مثال +−x2 تعريف نشده است ولي در يك همسايگي راست2 در اطراف

و مي توانيم حد در تعريف شده است . است3 حساب كنيم كه برابر2راست آن را

21 تابع:مثال x−چپت1 در اطراف  تعريف1عريف نشده است ولي در يك همسايگي

و مي توانيم حد چپ آن را در . حساب كنيم كه برابر صفر است1شده است

xa δ+a

←

x aδ−a

→

2

3

صحبت كرد آنaحد چپ يك تابع در نقطه اي مانندشرط آن كه بتوان از

.تعريف شده باشدa است كه آن تابع در يك همسايگي چپ

aبه طور مشابه، شرط آن كه بتوان از حد راست يك تابع در نقطه اي مانند

د .اشدبتعريف شدهaر يك همسايگي راستصحبت كرد آن است كه آن تابع
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]براي تابع ]xx
x
−
. به سوالات زير جواب دهيد1−

 اين تابع در همسايگي كدام نقاط تعريف شده است؟.1

تع.2 و در خود آن نقاط اين تابع در همسايگي محذوف كدام نقاط ريف شده است

 تعريف نشده است؟

اين تابع در يك همسايگي چپ كدام نقاط تعريف شده است كه در هيچ همسايگي.3

 راست آن نقاط تعريف نشده است؟

 كدام نقاط تعريف شده است كه در هيچ همسايگي راستاين تابع در يك همسايگي.4

 آن نقاط تعريف نشده است؟چپ

از( مقدارهاي توابع زير در اطراف نقطه داده شدهبا رسم جدول)1 در صورت لزوم

 بررسي كنيد كه آيا حد اين توابع در آن نقطه موجود)ماشين حساب استفاده كنيد

.و به زبان رياضي بنويسيد در صورت وجود مقدار حد را تعيين كنيد؟است

) الف
x
xxya −==

2

)ب0,




<−+
−<+

=−=
xx

xx
ya

13
11

,1 3

2

])ج ]xxya == 21,0)د2, xya −==

تمرين در كلاس

مسائل
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)ه
1
|)1(|

,1 2 −
−

==
x
xx

ya2)و
cos1,0
x

xya −==

حد)2 و حد چپ با رسم نمودار توابع زير در اطراف نقطه داده شده وجود و حد راست

. كنيدو مقدار حد را در آن نقاط بررسي

]) الف ]xya == )ب2/1,








<+−
=
<+

==
xx

x
xx

ya
29
26
21

,2
2

2

])ج ]xxya −== xya)د2, −−=−= 11,3

)ج
||

,0
x
xya ==

در هر يك از حالتهاي زير نمودار تابعي را رسم كنيد كه شرايط گفته شده را داشته)3

.باشد

در)لفا . تعريف شده باشد ولي در اين نقطه حد نداشته باشد2 يك همسايگيتابع

در)ب در1تابع در1محذوف يك همسايگي تعريف نشده باشد ولي و  تعريف شده باشد

.اين نقطه حد داشته باشد

و در اين نقطه حد داشته باشد ولي حد يك همسايگي در تابع)ج صفر تعريف شده باشد

. مقدار تابع در صفر باشدآن غير از

در)د و حد تابع-1 يك همسايگيتابع و در اين نقطه حد داشته باشد  تعريف شده باشد

. باشد-1برابر مقدار تابع در

چپ2تابع در يك همسايگي راست)ه  تعريف2 تعريف شده باشد ولي در هيچ همسايگي

و در اين نقطه حد راست داشته باشد .نشده باشد

و راست تاب)و و در صفر حد چپ ع در يك همسايگي محذوف صفر تعريف شده باشد

.متفاوت داشته باشد

و در صفر حد چپ داشته باشد)ز تابع در يك همسايگي محذوف صفر تعريف شده باشد

.ولي حد راست نداشته باشد
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در)t≤0(tهر لحظه ها به گونه اي حركت مي كند كه درxمتحركي روي محور)4

وtx)(مكان tttx قرار دارد −= 2)(.

و با رسم نمودار اين تابع در دامنه داده شده چگونگي حركت اين متحرك را توصيف كنيد

د . به دست آوريدt=2 لحظهرسرعت لحظه اي آن را

xyمعادله خط مماس بر نمودار تابع)5 . به دست آوريد)2,4( را در نقطه=

 پيوستگي

)(1نمودار دو تابع.1 += xxfو




=
≠+

=
21
21

)(
x
xx

xgرا رسم كنيد .

در.2 . را به دست آوريد2حد اين دو تابع

در.3 و چرا حد آنها و چه تفاوتهايي دارند  با هم مساوي است؟2اين دو تابع چه شباهتها

در.4 در2حد اين دو تابع  چه رابطه اي دارند؟2 با مقدارهاي اين دو تابع

حدي.5 حد2 درfو مقدارfكساني ، موجب پيدايش كدام2 درgو مقدارgو تفاوت

.ويژگي در نمودار اين دو تابع شده است

باشد، اما اگر تعريف شده لزومي ندارد تابع در آن نقطه، در يك نقطهدر بررسي حد يك تابع

. رخ دهددو حالت ممكن است در صورت وجود حد، تابع در آن نقطه تعريف شده باشد 

در) الف . نقطه مساوي مقدار تابع در آن نقطه استآنحد تابع

در)ب .نقطه غير از مقدار تابع در آن نقطه استآن حد تابع

.اين دو حالت در نمودار توابع زير نشان داده شده اندبراي مثال،

0

)(tx

فعاليت
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و ودار تابعنم) الف(همانطور كه مشاهده مي شود در حالت به هم پيوسته است ولي يكپارچه

علت اين موضوع آن است كه در حالت. نمودار تابع از هم گسسته شده است)ب(در حالت 

1در نقطه)ب(حد تابع در هر نقطه برابر مقدار تابع در همان نقطه است ولي در حالت) الف(

و مقدار تابع مساوي نيستند . زير بنا مي شودبه همين خاطر تعريف. حد تابع

cxf تابع ثابت:مثال و)(=  در همه نقاط پيوسته است، زيرا حد آن در همه نقاط موجود

و مقدار تابع نيز در همه نقاط برابرcبرابر . استc است

• •

•

x x

)(xfc =

a
• ←→

•

•

o

22

2











<−
=

<

=
xx

x

xx

y
232
11

2
2
1











<−
=

<

=
xx

x

xx

y
232

12

2
2
1

)ب(حالت )الف(حالت

و حد اين تابع درaدر يك همسايگيf اگر تابع وaتعريف شده باشد  موجود

lim)()( باشد، يعنيaf)( برابر afxf
ax

=
→

.پيوسته استa درf گوييم تابع،
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xxf تابع:مثال a برابرa در همه نقاط پيوسته است، زيرا حد آن در هر نقطه مانند)(=

و همچنين aafاست =)(.

)(2 تابع:مثال xxf 2a برابرa در همه نقاط پيوسته است، زيرا حد آن در هر نقطه مانند=

و همچنين )(2است aaf =.

 تابع:مثال






=

≠
−
−

=
11

1
1
1

)(
2

x

x
x
x

xfدرني پيوسته1 در و2 برابر1ست، زيرا حد آن لي است

1)1( =f.

 تابع:مثال






=

≠=
00

01
)(

x

x
xxfحد نداردصفر پيوسته نيست، زيرا اين تابع در صفر در .

•
•

x x

)(xf

1
•←→

↓2 o

• •
x x

2a

a
• ←→

↓

↑

2x

• •
x x

)(afa =

a
• ←→

)(xfx =

)(xfx =

↓

↑
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آيا تابع
1
1)(

2

−
−=

x
xxfدر1 در  نمي توانيم صحبت كنيم1 پيوسته است؟ از پيوستگي اين تابع

براي بررسي پيوستگي يك تابع در يك نقطه، تابع بايد. تعريف نشده است1چون اين تابع در

و اطراف آن تعريف شده باشد . در آن نقطه

.ي كنيدبا رسم نمودار توابع زير، پيوستگي آنها را در نقطه داده شد بررس

1(
x

y a≠0 در نقطه دلخواه=1

2(




<−
≤+

=
xxx

xxx
y

0
0

2

2

a=0 در نقطه

3(






<−+

−≤=
xx

x
xy

11

11
a=−1 در نقطه

•
x

x

)(xf

)(xf

←→

، در درجه اول نقطه بايدبراي پيوسته بودن يك تابع در يك نقطه

در دامنه تابع باشد، سپس تابع در اطراف آن نقطه تعريف شده باشد

و برابر مقدار تابع باشدو حد آن در آن نقطه موجو .د

تمرين در كلاس
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xy توابع ثابت، تابع:مثال 2xyو تابع=  در همه نقاط دامنه خود پيوسته اند در نتيجه=

. توابعي پيوسته اند

تابع:مثال
x

y و در=1 نقاط دامنه خود تمام پيوسته است زيرا صفر در دامنه تعريف آن نيست

.پيوسته است

k نمودار تابع:مثال xy . تابع پيوسته است ايننشان مي دهد=

 در دامنه آن داريمa بنابراين براي هر عدد

ax
kk ax

→
=lim 

xy نمودارهاي توابع:مثال sin=وxy cos=كه اينها نيز توابعي پيوسته اند نشان مي دهند.

 داريمaبنابراين براي هر عدد مانند

axax
axax

→→
== coscoslim,sinsinlim

 

xby، نمودار تابع نماييb<0 فرض كنيد:مثال . پيوسته است، كه اين تابعنشان مي دهد=

k x

.اگر تابعي در تمام نقاط دامنه خود پيوسته باشد، آن را تابعي پيوسته مي نامند
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 داريمaنند بنابراين براي هر عدد ما

ax
ax bb

→
=lim 

]به صورتfدر مواردي كه دامنه تابعي مانند ]ba  بهa درfپيوستگيبنا به تعريف باشد,

و برابرa درfمعناي آن است كه حد راست  بهb درfو پيوستگي. استaf)( موجود

و برابرb درfمعناي آن است كه حد چپ .ت اسbf)( موجود

و در چه نقاطي ناپيوسته اند؟ با رسم نمودار-1  توابع زير تعيين كنيدكداميك از آنها ناپيوستگي دارند

|1|2) الف +−= xyب(][xxy ||)ج=+ xxy )د=+




<+−
≤−

=
xx

xxx
y

12
1)1(

. را طوري تعيين كنيد كه تابع پيوسته باشدaدر تابع زير مقدار-2





<−
≤+−

=
xax

xaxx
y

12
112

. تابع زير پيوسته نخواهد بودaثابت كنيد به ازاي هيچ مقداري براي-3







=

≠=
01

0
||
x

x
x
ax

y

. ولي در صفر حد داردستانمودار يك تابع را رسم كنيد كه در صفر ناپيوسته-4

ونم-5 و در اين نقاط حد ندارد1ودار يك تابع را رسم كنيد كه در دو نقطه صفر . ناپيوسته است

)1( bbx <

مسائل
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 قضاياي حد توابع

xxfدو تابع.1 23)( xxgو=+ −= و توابع)(2 )()( را در نظر بگيريد xgxf و+

)()( xgxfرا بسازيد .

.براي بررسي حد اين چهار تابع در صفر جدول زير را تكميل كنيد.2

1/001/0001/0001/001/01/0 ←→−−−x

←→ ?)(xf

←→ ?)(xg

←→ ?)()( xgxf +

←→ ?)()( xgxf

ر صفر چيست؟دxg)(وxf)(حد توابع.3

)()(حد توابع.4 xgxf )()(و+ xgxfدر صفر چيست؟ 

)()(چه ارتباطي بين حد توابع.5 xgxf )()(و+ xgxfو حد توابع)(xfو)(xgمي 

 يابيد؟

بحث در كلاس

و در اين نقطهa در اطراف نقطه اي مانندxg)(وxf)( اگر دو تابع  تعريف شده باشند

)()( داشته باشند، آيا تابع حد xgxf  حد دارد؟ حد آن چه مي تواند باشد؟a نيز در+

فعاليت
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axاگر
Lxf

→
=)(lim وax

Kxg
→

=)(lim با نزديك شدن مقدارهاي xبه aمقدارهاي )(xfبه 

Lو مقدارهاي)(xgبه Kنزديك مي شوند، پس مقدارهاي )()( xgxf KL به+ +

و اين نزديك شدن از هر مقداري مي تواند كمتر شود نزديك پس تابع. مي شوند

)()( xgxf و حد آنa در+ KL حد دارد )()( همچنين مقدارهاي. است+ xgxfبه LK

و اين نزديك شدن از هر مقداري مي تواند كمتر شود )()(پس تابع. نزديك مي شوند xgxf

و حد آن→axدر  به عبارت ديگر. استLK حد دارد

xyتابع:مثال ع= و حد آنaددي مانند در هر 2xy است بنابراين تابعa حد دارد  نيز=

و حد آنaدر  است، زيرا2a حد دارد

22 .)lim)(lim(lim aaaxxx
axaxax

===
→→→

xyدو تابع:مثال 2xyو= و حد آنها به ترتيبa هر عددي مانند در= 2aوa حد دارند

، بنابراين است

axaxax
aaxxxx

→→→
+=+=+ 222 limlim)(lim 

xxxy حد تابع:مثال )
2

( 2 . دست مي آوريم به4 را در=+

444
364)

2
44(lim.)

2
(lim)

2
(lim 222

→→→
=+=+=+

xxx
xxxxxx

xxxy حد تابع:مثال sin2 . حساب مي كنيمπ را در=+

22222 0)sinlim)(lim()sinlim(lim)sin(lim ππππ
πππππ

=×+=+=+=+
→→→→→

xxxxxxxx
xxxxx

axaxax
xgxfxgxf

→→→
+=+ )(lim)(lim))()((lim  

axaxax
xgxfxgxf

→→→
= )(lim.)(lim)()(lim
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xxfتابع.1 21)( وxf)(براي بررسي حد دو تابع. را در نظر بگيريد=−
)(

1
xf

2 در

.جدول زير را تكميل كنيد

1/201/2001/2999/199/19/1 ←→x

←→ ?)(xf

←→ ?
)(

1
xf

وxf)(حدهاي دو تابع.2
)(

1
xf

و چه رابطه اي با هم دارند؟2 در  چه مقدار هستند

وxf)(براي بررسي حد دو تابع.3
)(

1
xf

 در
2
. جدول زير را تكميل كنيد1

6/051/0501/0499/049/04/0 ←→x

←→ ?)(xf

←→ ?
)(

1
xf

آيا حدي براي.4
)(

1
xf

ي يابيد؟ دليل آن را چه مي دانيد؟م

بحث در كلاس

و درaدر اطراف نقطه اي مانندxf)(اگرتابع داشتهحدaتعريف شده باشد

 باشد، آيا تابع
)(

1
xf

 حد دارد؟ حد آن چه مي تواند باشد؟a نيز در

فعاليت
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ax
Lxf

→
=)(lim كه  بهxf)( مقدارهايa بهx با نزديك شدن مقدارهاي به معناي آن است

L0اگر. نزديك مي شوند=Lدارهاي مق
)(

1
xf

و  از لحاظ قدرمطلق در حال افزايش هستند

و تابعبه هيچ عدد خاصي نزديك نمي شوند
)(

1
xf

L≠0اما اگر. حد نخواهد داشتa در

مقدارهاي
)(

1
xf

 به عدد
L
و اين نزديك شدن از هر مقداري مي تواند كمتر1  نزديك مي شوند

پس در اين حالت تابع. شود
)(

1
xf

و حد آنa در  حد دارد
L
 به عبارت ديگر. است1

 حد تابع:مثال
x

y
sin
 را در=1

4
πحساب مي كنيم .

4
4

2

2
2
1

sinlim
1

sin
1lim

π
π

→
→

===

x
x xx

 حد تابع:مثال
12 +

=
x
xyحساب مي كنيم−1 را در .

1
1111 2

1
1lim

11
1

1lim.lim
1

1lim
1

lim 2222

−→
−→−→−→−→

−=
+

×−=
+

=
+

=
+

x
xxxx xx

x
x
x

x
x

 حد تابع:مثال
x

xf
cos1
1)(

+
→π كه از آنجا. بررسي مي كنيمπ را در=

=+
x

x 0cos1lim 

. حد نداردπ→x درxf)(تابع

و تابعxf)( اگر وxf)( تابعي با مقدارهاي مثبت باشد  در نقطه اي مانندxf)( را بسازيم

aحدي برابر Lداشته باشد، آيا تابع )(xfنيز در aو آيا حد آن  مي شود؟L حد دارد؟

tو اگر مقدارهاي  نيز بهt نزديك شوند مقدارL به عددي مانندt تابعي پيوسته است

Lدر تابع. نزديك مي شوند)(xfبا نزديك شدن مقدارهاي xبه aمقدارهاي ،)(xf

axاگر
xf

→
≠ 0)(lim آنگاه 

ax
ax xfxf

→
→

=
)(lim

1
)(

1lim
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 نزديك مي شوند، يعني تابعL بهxf)( نزديك مي شوند، در نتيجه مقدارهايLبه

)(xfدر aو حد آن :به عبارت ديگر. استL حد دارد

و مطلب بالا براي هر تابع پيوسته ديگري همxپيوستگي تابع رابطه بالا علت درستي است

وxg)(اگر. برقرار است  حدي برابرa تابعي باشد كه در نقطه اي مانندxf)( تابعي پيوسته

Lو تركيب ))(( داشته باشد xfgقابل انجام باشد، آنگاه تابع ))(( xfgنيز در aو  حد دارد

:به عبارت ديگر با شرايط بالا داريم. استLg)(حد آن

xy حد تابع:مثال sin=د ر را
6
π

→xمي يابيم .

2
2

2
1sinlimsinlim

66

===
→→

xx
xx ππ

22sin حد تابع:مثال x−πنقطه را در π
3
22=aمي يابيم .

2
3

3
sin

9
sin

9
8sin

)(limsin)limsin(sinlim

22
2

222222

===−=

−=−=−
→→→

ππππ

πππ xxx
axaxax

. حد توابع زير را در نقطه داده شده در صورت وجود بيابيد-1

22cos) الف xxy )بπدر=+
x

xy
−
−=

2
4 در3

)ج
xx

xxy
cos)1(

sin
+

)دπ در=
3 252 xy 2 در=−

ي با مقدارهاي مثبت باشدو در نقطه اي مانندتابعxf)(اگر

aحد داشته باشد، آنگاه )(lim)(lim xfxf
axax →→

=.

))(lim())((lim xfgxfg
axax →→

=

تمرين در كلاس
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ان-2 .دنشان دهيد توابع چندجمله اي در همه نقاط پيوسته

)()( حد داشته باشند، نشان دهيد تابعa درxg)(وxf)( اگر توابع--3 xgxf a نيز در−

و  حد دارد

axaxax
xgxfxgxf

→→→
−=− )(lim)(lim))()((lim

 

وa درxg)(وxf)(اگر توابع-4 ax حد داشته باشند
xg

→
≠ 0)(lim نشان دهيد تابع 

)(
)(
xg
xf

وa نيز در  حد دارد

)(lim

)(lim

)(
)(

lim xg

xf

xg
xf

ax

ax

ax
→

→

→
=

 محاسبه حد در توابع كسري

 حالتي برخورد مي كنيم كه تابع به صورت در محاسبه بسياري از حدهاي مهم به
)(
)(
xg
xfاست 

و مخرج در نقطه مورد نظر صفر استو قضاياي بالا هيچ كمكي براي محاسبه. حد صورت

ر.ابع نمي كنندوتگونه حد اين   اصطلاحاً حالت مبهما اين حالت
0
براي محاسبه. مي نامند0

به) در صورت وجود(نه توابع حد اين گو و تبديل آن يكي از راه ها، ساده سازي اين كسر

.حالتي است كه عمل محاسبه حد طبق قضاياي بالا امكانپذير باشد

 حد تابع:مثال
x
xy
−
−=
1
1 2

. بررسي مي كنيم1 را در

و محاسبه اين حد به طور مستقيم امكانپذير نيست ، ولي مي توانيم آن را به شكل زير ساده كنيم

.سپس حد را حساب كنيم

2)1(lim
1

)1)(1(lim
1
1lim

111

2

=+=
−

+−=
−
−

→→→
x

x
xx

x
x

xxx

حد تابع : مثال
x
xy

sin
2sin=بررسي مي كنيم0 را در .

در حالت
0
و لازم است ابتدا يك ساده سازي از كسر به0 . عمل آوريم قرار داريم
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2cos2lim
sin
cossin2lim

sin
2sinlim

000
===

→→→
x

x
xx

x
x

xxx

يكي از حدهاي مهم حد تابع
x
xsinاين حد نيز از حالات. است0 در

0
 است ولي نمي توان0

قبلا با محاسبات تقريبي تابع. حد آن را حساب كرد،با ساده كردن معمولي اين كسر
x
xsin در 

آنن  است ولي در اينجا مي خواهيم استدلال دقيقتري1زديكي هاي صفر حدس زده ايم كه حد

. براي آن بيابيم

.مثلثاتي را نشان مي دهد دايرهيكشكل زير

 از دايره را بر حسب نسبتهاي مثلثاتي OBAو قطاع OTAو OBAهاي مثلثهاي مساحت-1

و نشان دهيدxو خود زاويه)بر حسب راديان(x)مثبت(زاويه : محاسبه كنيد

xxx tan
2
1

2
1sin

2
1

≤≤

و مثبت-2 : داريمxنتيجه بگيريد براي مقدارهاي كوچك

xx
x

cos
1

sin
1 ≤≤

 به صفرxبا نزيك شدن-3
xcos

 به صفرxبا نزيك شدن به چه عددي نزديك مي شود؟1

براي تابع
x
x
sin

 حد راست چه نتيجه اي مي توان گرفت؟
x
x
sin

 در صفر چقدر است؟

با توجه به زوج بودن تابع-4
x
x
sin

 حد چپ آن در صفر چيست؟ حد اين تابع در صفر

 چقدر است؟

1sinlimنتيجه بگيريد-5
0

=
→ x

x
x

.

B T

Ao H
x

فعاليت
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2 حد تابع:مثال
2cos1

x
xy . حساب مي كنيم0 را در=−

2sin2limsin2lim2cos1lim
2

2

2

2 000
=






==−

→→→ x
x

x
x

x
x

xxx

در فعاليت بالا براي يافتن حد تابع
x
x
sin

 ديديم كه اين تابع بين تابع
xcos

1و تابع ثابت1

و اين دو تابع در صفر حد يكسان از اين نكته نتيجه مي شود كه تابع. دارند1قرار گرفته است

x
x
sin

اين مطلب در حالت كلي. نزديك شود1 به صفر بايد بهx نيز به ناچار با نزديك شدن

.هم درست است

 حد تابع:مثال
x

x 1cosرا در صفر حساب مي كنيم .

11cos1از آنجا كه ≤≤−
x

x داريمxرهاي مثبت براي مقدا
x

xx ≤≤−
1cos و براي

x داريمxمقدارهاي منفي
x

xx −≤≤
1cos .توابعي كه در دو طرف نامساوي هستند در صفر 

01coslim حد يكسان صفر دارند، پس
0

=
→ x
x

x

.حدهاي زير را حساب كنيد-1

L

a

)(2 xg

)(1 xg

)(xf

بين دو تابعaدر يك همسايگي نقطه اي مانندxf)(اگر تابعي مانند

)(1 xg2)(و xgقرار گيرد، مثلا )()()( 21 xgxfxg  در2gو1gو،≥≥

Lxf باشند، نتيجه مي شودL داراي حد يكسانa نقطه
ax

=
→

)(lim.

مسائل
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4lim) الف 3
2 −

→
xx

)ب
1
1

lim
1 −

−

→ x
xn

x
xx)ج

x

22 sincoslim
0

+
→

1)د
1

2

23

3lim
1

−
+++

−→

x
xxx

x
1sinlim)ه 2

0 +
→

xxx
)و

x
x

x cos1
sin

lim
2

0 −→

)ز
x
x

x

cos1
lim
0

−

→

)ح

2
sin

cos1lim
x
x

x
−

→π
)ط

xx
x

x
cossin
2cos

lim

4

−
→
π

)()( توابع پيوسته اي باشند، نشان دهيد توابعxg)(وxf)(اگر-2 xgxf )()(و+ xgxf

در مورد پيوستگي. نيز پيوسته اند
)(
)(
xg
xfگفت؟ چه مي توان 

كه-3 axثابت كنيد
Lxf

→
=)(lim معادل با آن است كه 

ax
Lxf

→
=− 0))((lim.

axبا توجه به ايده شهودي حد تابع توضيح دهيد كه چرا دو شرط-4
xf

→
= 0)(lim و

ax
xf

→
= 0|)(|limبا يكديگر معادلند .

وa توابعي باشند كه در اطراف نقطهxg)(وxf)(اگر-5  حدa درf تعريف شده اند

gf حد ندارد، نشان دهيدa درgدارد ولي . حد نداردa در+

و هيچكدام در صفر حدgوfدو تابع-6  مثال بزنيد كه در اطراف صفر تعريف شده اند

gfندارند ولي . در صفر حد دارد+

و مثال بزنيدgوfدو تابع-7  حد داشته باشدa درfكه در اطراف صفر تعريف شده اند

. در صفر حد داشته باشدfg حد نداشته باشد، با اينحالa درgولي

آيا تابع-8
x
1sin درستي در اطراف صفر تعريف شده است؟ آيا اين تابع در صفر حد دارد؟ 

.نامساوي زير را ثابت كنيد

x
x

x ≤
1sin 

با توجه به اين نامساوي در مورد حد تابع
x

x 1sin و دليل درستي نظر  در صفر اظهارنظر كنيد

.خود را توضيح دهيد


