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 فصل چهارم

و بسط اعشاري اعداد  حد دنباله ها

و هندسي.1  مجموع جملات دنباله هاي حسابي

ها.2  حد دنباله

 بسط اعشاري اعداد حقيقي.3
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و هندسي  مجموع جملات دنباله هاي حسابي

يك. گاوس يكي از دانشمندان رياضي قرن هيجدهم است كه داستان جالبي در زمان مدرسه خود دارد

و 100تا1ي سرگرم كردن دانش آموزان از آنها مي خواهد اعداد روز معلم برا  را با هـم جمـع بزننـد

را. نتيجه را به دست آورند در حالي كه دانش آموزان مشغول اين كار كسل كننده بودند، گاوس نتيجه

و به معلم ارائه مي كند .به سرعت به دست مي آورد

س رعت انجام دهيد؟ شكل زير مي تواند ايده اي بـراي ايـن آيا شما هم مي توانيد اين عمل جمع را به

.كار به شما بدهد

:نشان دهيدn براي يك عدد طبيعيبا استفاده از تجربياتي كه در بالا به دست آورده ايد-1

2
)1(21 +=+++ nnnL

يك-2 : جملات آن به شكل زيرند باشد،dو قدر نسبت آنa حسابي الهدنباگر جمله اول

LL ,,,2,, ndadadaa +++

dnnna برابر است با اين دنباله جمله اولnنشان دهيد مجموع
2
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بحث در كلاس

و جمع اعداد از  را به دست آورد؟100 تا1از شكل بالا چگونه مي توان استفاده كرد

تمرين در كلاس
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531)12(2 نشان دهيد-3 nn =−++++ L.

و  ابوريحان بيروني با روش خاص خود آن را حل كرده اين مسئله به نام مسئله شطرنج معروف است

هم. است . راه حلي براي آن بيابيدسعي كنيدشما

 كه در هر مرحله رنگ مي شود يك دنباله هندسي به شكل)بر حسب سانتي متر مربع(مقداري از مربع

م .ي دهدزير تشكيل
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 مرحله رنگ مي شود برابر است باnاز بنابراين مقداري از مربع كه پس
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و داريم : در فصل اول با چگونگي محاسبه اين مجموع آشنا شده ايم

حل يك مسئله

و از او خواست مي گويند يك روز حاكم شهري خواست به مخترع شطرنج جايزه اي بدهد

و مخترع شطرنج گفت در خانه64 شطرنج.خودش جايزه اي براي خودش تعيين كند  خانه دارد

و در خانه دوم اول يك و در خانه سوم2دانه گندم بگذاريد و4 گندم بگذاريد  گندم بگذاريد

و نهايتا كل گندمها را به من بدهيد . به همين ترتيب در هر خانه دوبرابر خانه قبل گندم بگذاريد

 اگر هر دانه گندم يك گرم باشد، چند كيلو گندم جايزه مخترع شطرنج خواهد شد؟

بحث در كلاس

 ازنيميسپس.را رنگ مي كنيم از مساحت آن نيميابتدا.متر استسانتي10ل ضلع مربعيطو

از از مساحت باقينيميبه همين ترتيب در هر مرحله. مانده را رنگ مي كنيم مساحت باقي مانده

. مربع مربع رنگ شده استدرصد99بيش از پس از چند مرحله. مرحله قبل را رنگ مي زنيم
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(( بايد نامعادله
2
1(1(10099 n−≤را حل كنيم.
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از مي باشد7 كه در اين نامعادله صدق مي كندn حداقل مقدار 99، يعني پس از مرحله هفتم بيش

.درصد مربع رنگ شده است

: نشان دهيدq≠1 كهqو يك عدد حقيقيnبراي يك عدد طبيعي-1
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يك-2 به باشد،q برابرو قدر نسبت آنa برابر هندسيدنبالهاگر جمله اول  جملات اين دنباله

.شكل زيرند

LL ,,,,, 2 naqaqaqa

 برابر است با اين دنباله جمله اولnع مجموq≠1 در حالت نشان دهيد
q
qa
n

−
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 بيـشتر 500 حداقل چند جمله آن را بايد جمع كنيم تا حاصـل ازL,11,8,5در دنباله حسابي-1

 شود؟

531)12(2به كمك شكل زير نتيجه بگيريد-2 nn =−++++ L.
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تمرين در كلاس
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از-3 شد10در مسئله شطرنج نشان دهيد جايزه مخترع شطرنج بيش . ميليارد تن گندم خواهد

 تومـان در صـندوق خـود 1000 او روز اول. علي مي خواهد پولهاي خود را پس انداز كند-4

و قرار مي گذارد هر روز قرار از. پول روز قبل در صندوق، پول قرار دهد9/0 مي دهد پـس

 روز او چقدر پول در صندوق خواهد داشت؟ نـشان دهيـد پـول صـندوق او هيچگـاه از 50

شد10000 . تومان بيشتر نخواهد

فرض كنيد كه در انتشار يك ويروس سرماخوردگي در يك شهر هر روز هر فرد مبتلا يك نفر-5

و در همان روز نيمي از مبتلايان سلامتي مي يابند ر. را بيمار مي كند  نفر مبتلا2وز اول اگر در

 نفر باشد 2000000 روز چند نفر مبتلا مي شوند؟ اگر تعداد جمعيت شهر20باشند، پس از

 پس از چند روز همگان مريض مي شوند؟

لايه هايي محافظتي ساخته شده است كه شدت مواد راديواكتيو براي محافظت از تابشهاي مضر-6

99 لايه بايد استفاده كنيم تا شدت تابش چند. عبور از آنها نصف مي شودپس از تابشها 

 درصد كاهش بيابد؟

فرض كنيد كه توپي در اختيار داريم كه از هر ارتفاعي كه رها شود، پس از زمين خـوردن بـه-7

اگر اين توپ را از زمين به هوا پرتاب كنيم تـا. اندازه يك سوم ارتفاع اوليه خود بالا مي رود 

ب  ام به زمين چقدر مسافت طي كرده است؟100رخورد به ارتفاع يك متري برسد، در

 حد دنباله ها
بل از ميلاد مسيح انديشمندي در يونان مي زيسته است كه براي اثبات برخي تفكرات فلسفي،ق

نام اين.ي را عرضه مي داشت كه طبق آنها برخي مشاهدات مستقيم ما را انكار مي كردهاياستدلال

مشابه. سال قبل از ميلاد مسيح در يونان به دنيا آمده است490بود كه حدود انديشمند زنون اليايي 

هيچ كس نمي تواند از يك طرف اتاق به طرف ديگر كه بر طبق آن استبرهانياو لهاييكي از استدلا

.اتاق برود

نAاز نقطهبا سرعت ثابت مي خواهد فرض كنيد فردي: زنونللااستد . برودBقطه به

A B
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و سپس نصف باقيمانده مسير را بايد طي كند با ادامه اين روند. او ابتد بايد نصف اين مسير را طي كند

و براي رد شدن از يك نقطه به نقطه ديگر مدت زمـاني را بايـد  اين فرد بايد از بينهايت نقطه رد بشود

ص و جمع اين زمانها بينهايت خواهد بودوقت . نمي رسدBبنابراين اين فرد هيچگاه به نقطه. رف كند

و سرعت فرد10 برابرB تاA فاصله نقطه،فرض كنيد در شكل بالا نقطه. باشد متر بر ثانيه1متر

nA+1 راBوnAو به همين ترتيب نقطه وسط2A راBو1A، نقطه وسط1A راBوAوسط 

. بناميد0A را نيزA نقطه.بناميد

 چقدر است؟nA تا نقطهAصله نقطهفا-1

را برسد؟nA به نقطهAچه مدت طول مي كشد تا فرد از نقطه-2 . بناميدnt اين زمان

 به چه عدديnt مقدارهايn با افزايش؟به چه نقطه اي نزديك مي شودnAنقطهnبا افزايش-3

؟نزديك مي شوند

 برسد؟B به نقطهAچه مدت طول مي كشد تا فرد از نقطه-4

 يكي هستند؟ چرا؟)4(و)3(آيا جوابهاي بند-5

12دنباله با در فعاليت بالا ,,,, tttn LLبـا افـزايش روبرو شديم كه مقدارهاي آنnـبـه  10دد ع

ش اينونزديك مي و اين نزديك شدن به گونه  از هـر عـدد مثبتـي كـه10 تاntاست كه فاصلهد

در چنين شرايطي مي گوييم. به اندازه مناسب بزرگ باشدnبخواهيم كمتر مي شود به شرط آن كه

12دنباله  ,,,, tttn LLآن همگرا اس و حد  به طور كلي.است10برابرت

0AA = B2A1A 3A

بحث در كلاس

آيا اشكالي در اين استدلال مي يابيد؟ هر كس نظر خود را در مورد اين

و سعي كند دليل نادرستي اين استدلال را بيابد .استدلال بيان كند

فعاليت
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,1دنباله:مثال
2
1,,1, LL

n
و حد آن صفر است زيرا فاصله  حد دارد

n
 تا صفر از هر عدد مثبتي1

مثلا براي آن كه فاصله. كه بخواهيم كمتر مي شود
n
كا1/0 تا صفر از1  ازnفي است كمتر شود

يا براي آن كه كه فاصله. بزرگتر شود 10
n
 100 ازn كمتر شـود كـافي اسـت01/0تا صفر از1

.بزرگتر شود

دنباله : مثال
2
1,

3
2,,

1
, LL

+n
nو حد آن  است زيرا فاصله1 حد دارد

1+n
nاز هر عدد مثبتي1 تا 

، زيرا كه بخواهيم كمتر مي شود
1

1
1

1
+

=
+

−
nn

n.مثلا براي آن كه فاصله
1+n
nكمتر1/0از1 تا 

يا براي آن كه كه فاصله. بزرگتر شود9 ازnشود كافي است
1+n
nكمتـر شـود001/0از1 تا 

. بزرگتر شود999 ازnكافي است

||1 عددي باشد كهqاگر:مثال <q1 دنباله,,,,, 2 qqqn LLو حد آن صفر است زيـرا  حد دارد

اي1با توان رساني اعدادي كه قدر مطلق آنها كمتر از و است ن اعداد مرتبـا كوچـك مـي شـوند

.دنفاصله آنها از صفر از هر عدد مثبتي كمتر مي شو

12براي سادگي از اين به بعد براي نمايش دنباله هـايي ماننـد ,,,, xxxn LLاز نمادگـذاري { }nx
}توجـه كنيـد نمـاد. استفاده مـي كنـيم }nxو منظـور از آن دنبالـه بـه معنـي  مجموعـه نيـست

12 ,,,, xxxn LLاست .

} منظور از: مثال }12 −n12,,1,3,5 دنباله, LL −nاست .

: مثال








2
1
n

,1 دنباله
4
1,,1, 2 LL

n
.د را نشان مي ده

و در بسياري از دنباله ها جمله عمومي آنها به اين طور نيست كه هر دنباله اي حد داشته باشد

}براي مثال دنباله. هيچ عدد خاصي نزديك نمي شود }n)1(−كه جملات آن به صورت

1,1,1,,)1(, −− LL n،و به هيچ-1و1حد ندارد زيرا جمله عمومي آن مرتبا است  مي شود

.عددي نزديك نمي شود

12گوييم يك دنباله مانند ,,,, xxxn LLو حد آن برابر عدد  همگرا است

bاست هر گاه فاصله nxتا bاز هر عدد مثبتي كه بخواهيم كمتر شـود 

. به اندازه مناسب بزرگ باشدnبه شرط آن كه
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}به عنوان مثالي ديگر دنباله اعداد فرد }12 −nحد ندارد، زيرا مقدارهاي اين دنباله مرتبا در حال

و به هيچ عدد و از هر مقداري بزرگتر مي شوند .خاصي نمي توانند نزديك شوند افزايش هستند

,1 مربعها را در نظر بگيريد كه طول اضلاع آنها به ترتيب دنباله اي از: مثال
2
1,,1, LL

n
و  باشد

.آنها را به ترتيب پهلوي هم بگذاريد

2مجموع مساحت اين مربعها حد دنباله
1

4
11

n
Sn L++=ثابت بالاتر سطح رياضياتدر. است 

و حد آن اين دنبامي شود له همگرا است
6

2πمجموع طول اضلاع اين مربعها حد دنباله. است

n
Pn

1
2
11 L++=و مقدار و مي توان ثابت كرد كه اين دنباله همگرا نيست n با افزايشnP است

.از هر مقداري بزرگتر مي شود

1-{ }a؟چه دنباله اي را نشان مي دهد؟ آيا اين دنباله همگرا است

 فاصله جملات دنباله-2








+1
2
n
nحد2را تا و و نشان دهيد اين دنباله همگر است  حساب كنيد

0001/0از2ام اين دنباله تاn از چه عددي بايد بزرگتر شود تا فاصله جملهn. است2آن

 كمتر شود؟

 چند جمله از دنباله-3






 −
n

n)1(و روي محور اعداد نشان دهيد آيا اين دنباله همگرا. را بنويسيد

 است؟ اين دنباله چگونه به حد خود نزديك مي شود؟

1
2
1

3
1

4
1

LL

• •
1 3 5 12 −n

••
L L

• •
11−

تمرين در كلاس
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}توضيح دهيد كه چرا دنباله-4 }nهمگرا نيست .

 چهارمتوپي در اختيار داريم كه از هر ارتفاعي كه رها شود، پس از زمين خوردن به اندازه يك

كفرض كنيد. ارتفاع اوليه خود بالا مي رود اي اين توپ را از زمين به هوا پرتاب 5م تا به ارتفاع ره

.متري برسد

زم.1 و دومين برخورد با  ين توپ چه مسافت هايي را طي كرده است؟ در زمان اولين برخورد

 را طي كرده است؟يبا زمين توپ چه مسافت برخورد امينnدر زمان.2

 در زماني كه توپ نهايتا مي ايستد، توپ چه مقدار مسافت طي كرده است؟.3

 جمله اول آن را حسابn با يك دنباله هندسي روبرو بوده ايم كه بايد مجموع در فعاليت بالا

و بررسي مي كرديم كه آيا اين مجموع با افزايش . به عدد خاصي نزديك مي شودnمي كرديم

} به شكلqو قدرنسبتaيك دنباله هندسي با جمله اول }1−naq و مجموع  جمله اولn است

. به شكل زير استq≠1 به شرط آن

q
qaqqaaqaqaS
n

nn
n −

−=+++=+++= −−

1
1)1( 11 LL

1||در حالتي كه q<با افزايش ،nمقدار nqو هر از لحاظ قدرمطلق در حال افزايش است  از

} بنابراين در اين حالت دنباله،مقداري بزرگتر مي شود }nSهمگرا نيست .

||1اما اگر <qبا افزايش ،nمقدار nqو دنباله } به صفر نزديك مي شود }nSو حد آن همگرا است

q
a
−1

. است

فعاليت

LLدر دنباله هندسي ,,,,, 12 −naqaqaqa1در حالتي كه|| <qحد 

12مجموع −++++ naqaqaqa Lبرابر است با
q
a
−1

.
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بر(hطبق قانون جاذبه، در شرايط صرفنظر كردن از مقاومت هوا، جسمي كه از ارتفاع:مثال

رها مي شود تقريبا) حسب متر
5
hاز. ثانيه طول مي كشد تا به زمين برسد و برعكس اگر جسمي

ه و حداكثر به ارتفاع زمين به  برسد، مدت حركت)بر حسب متر(hوا پرتاب شده باشد
5
hثانيه 

از لحظه شروع مي خواهيم بدانيم توپي كه در فعاليت بالا از آن صحبت كرده ايم. خواهد بود

. مي كشد تا بايستد پرتاب چقدر طول

كه. مي ناميمnAامين برخوردبا زمين راnارتفاع توپ قبل از  روشن است

LL ,
4

5,,
16
5,

4
5,5 1321 −==== nnAAAA

و برگردد برابر است باnAمدت زماني كه طول مي كشد توپ به ارتفاع  برسد

1
1 )

2
1(2

45
52

5
2 −

− =
×

== n
n

n
n

At

ام بهnب توپ، مدت زماني كه طول مي كشد كه توپ به برخوردبنابراين پس از لحظه شروع پرتا

 زمين برسد برابر است با 

))
2
1(1(4

2
11

)
2
1(1

2))
2
1(

2
11(2 1

21
n

n

n
nn tttT −=

−

−
=+++=+++= −LL

} مدت زماني كه طول مي كشد تا توپ بايستد حد دنباله }nTو حد و اين دنباله همگراست است

.يه پس از شروع پرتاب به پايان مي رسد ثان4 يعني حركت توپ. است4 آن

دو دنباله.1







n
و1







 +

n
و حد آنها. را در نظر بگيريد12 نشان دهيد اين دو دنباله همگرا هستند

 اختلاف بين حد اين دو دنباله چقدر است؟. را تعيين كنيد

دو دنباله.2







n
و1







 +

n
a و حد آنها. را در نظر بگيريد1 نشان دهيد اين دو دنباله همگرا هستند

 اختلاف بين حد اين دو دنباله چقدر است؟. را تعيين كنيد

فعاليت
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}اگر.3 }nxو حد آن و حد دنبالهL دنباله اي همگرا }باشد، در مورد همگرايي }nxa  چه+

.حدسي مي زنيد؟ استدلالي براي درستي حدس خود ارائه كنيد

: مي شودهاز فعاليت بالا نتيج

و حد دنباله:مثال  همگرايي








+
+

2
1

n
nداريم.را بررسي مي كنيم 

2
11

2
12

2
1

+
−=

+
−+=

+
+

nn
n

n
n

از آنجا كه دنباله








+
−

2
1
n

حد حد صفر . خواهد داشت1 دارد، دنباله بالا

دو دنباله همگراي.1






 +
n
n و1







 +
n
n اي. را در نظر بگيريد22 جملات اين دو دنباله چه رابطه

 با هم دارند؟ حد اين دو دنباله چه رابطه اي با هم دارند؟

همگرايدو دنباله.2






 +
n
n و1







 +

n
na اي را در نظر بگيريد)1( جملات اين دو دنباله چه رابطه

 با هم دارند؟ حد اين دو دنباله چه رابطه اي با هم دارند؟

}اگر.3 }nxو حد آن و حد دنبالهL دنباله اي همگرا }باشد، در مورد همگرايي }nax چه 

.حدسي مي زنيد؟ استدلالي براي درستي حدس خود ارائه كنيد

: مي شودهاز فعاليت بالا نتيج

}اگر }nxو حد آن aباشد، براي هر عددL دنباله اي همگرا

}دنباله }nxa و حد آن+ La نيز همگرا است . است+

فعاليت

}اگر }nxو حد آن باشد، براي هرL دنباله اي همگرا

} دنبالهaعدد }naxو حد آن . استaL نيز همگرا است
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و حد دنباله:مثال  همگرايي








+15n
nداريم. را بررسي مي كنيم 

)
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n

م1 جملات داخل پرانتز بهnبا افزايش ي شوند، پس حد دنباله بالا نزديك
5
. است1

}اگر.1 }nxدنباله، يك دنباله باشد { }1+nxچه تفاوتي با آن دارد؟ توضيح دهيد كه چرا اگر يكي 

و حد آنها مساوي است .از اين دو دنباله همگرا باشد ديگري هم همگراست

}اگر.٢ }nxو هر دنباله همگرايي باشد nnداشته باشيمnبراي xx +=+ 1010 ، نشان دهيد حد1

اين دنباله
9

. است10

و حد آنها را تعيين كنيد-1 .نشان دهيد دنباله هاي زير همگرا هستند

) الف

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





2
1
n

)ب





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
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3
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n
nج(
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 −+

n
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2
)1(

.توضيح دهيد كه چرا دنباله هاي زير همگرا نيستند-2

) الف






 +
n

n 12

)ب






 +
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n
nn )ج)1(1









+ n
n

1

.ي كروي را در هر مرحله باد كردن يك سانتي متر مكعب به حجم آن اضافه مي كنيمبادكنك-3

شعاعهاي اين بادكنك در هر مرحله چقدر است؟ آيا دنباله شعاعهاي بادكنك همگرا است؟ اگر

و99در هر مرحله  و در اولين مرحله بادكنك خالي بوده  درصد مرحله قبل بادكنك را باد كنيم

آيا اين دنباله. باد كنك را بنويسيدحجمهايتر مكعب باد كرده باشيم دنباله آن را يك سانتيم

و حد آن همگراست؟ حد آن چيست؟ د مورد دنباله شعاعهاي بادكنك چه مي توانيد بگوييد

 چيست؟

آن را به هم وصل مي كنيم وسطهاي اضلاع. در نظر بگيريدSو مساحتPيك مثلث با محيط-4

اين. اين عمل را مجددا روي مثلث كوچكتر انجام دهيد.و مثلث كوچكتر جديدي بسازيد

. دهيدادامهعمليات را به طور متوالي 

مسائل

تمرين در كلاس
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مجموع مساحت مثلثهاي به دست آمده چقدر. مجموع محيط مثلثهاي به دست آمده چقدر است؟

 است؟

 با نقاط به دست آمدهو قسمت مساوي تقسيم مي كنيمn را بهRط يك دايره به شعاع محي-5

با-nمحيط اين. مي سازيمضلعي منتظم-nيك  نشانnSو مساحت آن را باnPضلعي را

}آيا دنباله هاي. مي دهيم }nPو{ }nSهمگرا هستند؟ حد آنها چيست؟ مقدارهاي nPوnSرا 

 چه نتيجه اي مي توانيد بگيريد؟.حساب كنيد

}اگر-6 }naو براي هر nn داشته باشيمn دنباله همگرايي باشد aa +=  حد اين دنباله452100

 چقدر است؟

 بسط اعشاري اعداد حقيقي
و دنباله تقريبات اعشاري اعداد حقيقي آشنا شده ايد  اي مثالبر.در سالهاي قبل با اعداد اعشاري

3/0,33/0,333/0,Lدنباله تقريبات اعشاري
3
و مي دانيد كه جملات اين دنباله به1 است،

3
1

و حد آن  نزديك مي شوند، يعني اين دنباله همگرا است
3
.است1

ون نزديك مي شوaخودبهaمانندري هر عددي جملات دنباله تقريبات اعشابه طور كلي ايند

. از هر عددي كوچكتر مي شودaازaتقريبات اعشاريفاصله نزديك شدن به گونه اي است كه 

 عدديaاگر. همگرا استaبهa مانندري هر عددياين به معناي آن است كه دنباله تقريبات اعشا

] بازهدر } دنباله تقريبات اعشاري آن به صورتو باشد1,0[ }nddd L21/0،باشد بنا به قرارداد

LL حد اين دنباله را به صورت nddd  است، پسa كه همان نشان مي دهيم21/0
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LL nddda 21/0=

 براي مثال. مي نامندaعبارت بالا را بسط اعشاري

LLLL 18181818/0
11
2,333/0

3
1 ==

 بسط اعشاريLL333/0 عبارت
3
 بسط اعشاريLL181818/0و عبارت1

11
.است2

و بسط اعشاري براي اعداد حقيقي مثبت دلخواه ابتدا قسمت صحيح آن را كنار مي گذاريم

] باقيمانده را كه عددي در فاصله  برابرb اگر قسمت صحيح عدد حقيقي. به دست مي آوريم1,0[

mو ambباشد LL به صورتaو بسط اعشاري=+ nddd  مي نويسيم،باشد21/0

LL ndddmb 21/=

LL عبارت ndddm وb را بسط اعشاري/21 } حد دنبالهb مي نامند }ndddm L21/براي. است

 مثال

LLLL 18181818/3
11
35,333/6

3
19 ==

و همواره قسمتي در اينطدر مثالهاي بالا ديديم كه بس  اعشاري اعداد گويا الگوي ساده اي دارد

ها. بسط وجود دارد كه از مرحله اي به بعد تكرار مي شود ي اعشاري را كه قسمت تكرار آن بسط

.شونده دارند، بسط هاي متناوب مي ناميم

بسط اعشاري اعداد نشان دهيد
45
97,

4950
611,

180
و 2783 قسمت تكرار شونده آن را متناوب است

.بيابيد

تمرين در كلاس

حل يك مسئله

آيا هر بسط اعشاري متناوبي يك عدد گويا را نشان

 مي دهد؟ چگونه اين عدد گويا را پيدا كنيم؟
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يم مثلا ببينيم كه آيا مي توان.بهتر است اول اين مسئله را در يك حالت خاص حل كنيم:معلم

 باشد؟555/0...5... عددي را بيابيم كه بسط اعشاري آن

 بنا به تعريف اين عدد بايد حد دنباله: زهرا

L,555/0,55/0,5/0
.ملات اين دنباله به چه عددي نزديك مي شوندجبنابراين بايد ببينيم. باشد

حدش. اما ما چگونه مي توانيم تشخيص دهيم كه حد اين دنباله چيست:مريم ايد اين دنباله اصلا

.نداشته باشد

 آيا مي توانيد اين دنباله را به شكل ديگري بنويسيد؟:معلم

:ام اين دنباله را مي توانيم به شكل زير بنويسيمn جمله:زهرا

n10
5

100
5

10
5555/0 LL ++=

 اين عبارت همان مجموع جملات دنباله هندسي با جمله اول:مريم
10
و قدر نسبت5

10
و1  است

ما مي دانيم حد اين مجموع

10
11

10
5

−

و حد آن  است، يعني آن دنباله همگرا است
9
. است5

 بسط اعشاري555/0...5... بنابراين:معلم
9
به. است5 اگر به جاي رقم. مسئله اصلي برگرديمحال

 رقم ديگري را در نظر مي گرفتيم، آيا استدلال بالا را مجددا مي توانيم تكرار كنيم؟5

و اگر:زهرا ، ...،1،2 يكي از ارقامa بله اين استدلال بدون كوچكترين تغييري قابل تكرار است

 بسط اعشاريLLaaa/0 باشد9
9
aاست .

مثلا بسط اعشاري. حالا مسئله را در حالتي كنيد كه قسمت تكرار شونده دو رقمي باشد:معلم

LL373737/0كه. را در نظر بگيريد  اعشاري آن باشد؟بسطاين عبارت آيا عددي هست

.را بيابيمL,373737/0,3737/0,37/0بايد حد دنباله: زهرا

آيا نمي توانيم مشابه استدلال قبلي جمله عمومي اين دنباله را به صورت مجموع جملات: مريم

 يك دنباله هندسي بنويسيم؟

 شما چه پيشنهادي براي اين عمل داريد؟:معلم

:در اين صورت مي توانيم بنويسيم. مثلا دو رقم دو رقم از دنباله بالا جدا كنيم:مريم
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n100
37

10000
37

100
37373737/0

10000
37

100
373737/0

100
3737/0

+++=

+=

=

LL

M

رسيم كه جمله مي در اينجا نيز به مجموع جملات يك دنباله هندسي. استپيشنهاد خوبي چه:زهرا

اول آن 
100
و قدر نسبت آن 37

100
بنابراين حد دنباله. است1











 48476

L

n

 عدد373737/0
99
. است37

آيا فكر مي كنيد براي هر بسط اعشاري. آفرين، شما در اين حالت هم مسئله را حل كرديد: علمم

؟متناوبي كه قسمت تكرار شونده آن دو رقمي است، استدلال شما معتبر است

هم37عدد بلي، در اين استدلال:مريم و به جاي آن هر عدد دو رقمي ديگي  نقش مهمي نداشت

 بسط اعشاريLLababab/0 دو رقم باشند، عبارتbوaابراين اگربن.مي توان قرار داد
99
ab 

(است از. ba در صورت كسر عدد abتوجه كنيد كه منظور ). است10+

خاص حل كنيد، در مورد حل اين مسئله سته ايد اين مسئله را در اين حالات حالا كه توان:معلم

و چه جوابي را پيشنهاد مي كنيد؟  در حالت كلي چه حدسي مي زنيد

 تعداد رقمهاي بيشتري داشته باشد مسئله حتي اگر قسمت تكرار شوندهاين حل از اين روش:زهرا

وmمثلا اگر قسمت تكرار شونده. قابل تكرار است maaa رقمي باشد L21باشد، عبارت 

LLLLLL mmm aaaaaaaaa 212121/0

 بسط اعشاري عدد
110

21

−m
maaa Lاست.

و حل:معلم و شما توانستيد با يكي از استراتژي هاي حل مسئله كه بررسي مسئله  بسيار عالي بود

و تعميم به حال و بازنويسي مسئله به شكلهاي ديگر اين مسئله را حل آن در حالات خاص ت كلي

 آيا كسي راه حل ديگري هم براي حل اين مسئله يافته است؟. كنيد

.بلي فكر ديگري به نظر من رسيده است:اكرم

 چه نكته جديدي نسبت به اين مسئله يافته اي؟:معلم

و بسيارL,555/0,55/0,5/0 به نظر من جملات دنباله اي مانند:اكرم  شبيه به هم هستند

كه10 مثلا.مي توان رابطه اي بين آنها پيدا كرد  واحد5 برابر جمله دوم همان جمله اول است
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وn+1جمله. بيشتر دارد  واحد5ام است كهn برابر آن همان جمله10ام هم همين طور است

.بيشتر دارد

رابطه جالبي را كشف كرده اي، اما از اين رابطه چگونه مي خواهي براي حل مسئله استفاده:علمم

 كني؟

. بناميم، رابطه اي را كه گفتم به شكل زير نوشته مي شودnxام اين دنباله راn اگر جمله:اكرم

nn xx +=+ 510 1

}ي كه در اين درس خوانده ايم اگر حد دنبالهطبق مطالب }nxعدد Lباشد خواهيم داشت

LL +=  در نتيجه510
9
5=L.

 نيز بكار بري؟LL373737/0 آيا مي تواني اين روش را براي بسط اعشاري:معلم

 بلي، اگر قرار دهيم:اكرم
48476
L

n

ny nnداريم=373737/0 yy +=+ 37100 } پس اگر حد دنباله.1 }ny
KKباشد داريمKعدد +=  بنابراين 37100

99
37=K.

و تا حدودي اين مسئ: معلم  در واقع شما از فرض.له را حل مي كندروش شما هم خوب است

اضافي همگرايي دنباله هاي مورد نظر استفاده مي كنيد در حالي كه در روش قبلي، همگرايي اين

البته طبق قضايايي كه آنها را اثبات نخواهيم كرد همگرايي آن دنباله. دنباله ها نيز به دست مي آمد

شها خود به خود برقرار است .ما هم قابل قبول است، بنابراين روش

شاين در . كه هر بسط اعشاري متناوبي نشان دهنده يك عدد گويا استدمباحثه كلاسي مشخص

 بنابراين تفاوت اعداد.بر عكس مي توان نشان داد كه بسط اعشاري هر عدد گويايي متناوب است

و اعداد اصم را مي توان در بسط اعشاري آنها تشخيص داد اع. گويا شاري اعداد گويا بسط هاي

و بسط اعشاري اعدد اصم غير متناوب است .متناوب است

و معمولا تمامي رقمهاي بسط آنها را  نمي شناسيم مثلا نوشتن بسط اعشاري اعداد اصم ساده نيست

L3484692283/754 =
و خطا رقمهاي بسط اعشاري اعدادي البته تا هر مرحله كه بخواهيم مي توانيم با روشهاي آزمون

. را به دست آوريم ولي نمي توانيم تمام اين ارقام را يك مرتبه ارائه كنيم54مانند 

بهواگر به دلخواه يك سوال قابل تامل آن است كه  به طور تصادفي ارقامي را پشت سرهم

LLصورت nddd خ21/0  واهد بود؟بنويسيم آيا اين عبارت بسط اعشاري عددي



)نسخه اول(غيرقابل استناد

١٨

و اين يكي از خواص اساسي اعداد حقيقي است كه بدون اثبات آن  جواب اين سوال مثبت است

.را مي پذيريم

 چه عددي را نشان مي دهد؟LL121212/0 عبارت-1

 چه عددي را نشان مي دهد؟LL222/6 عبارت-2

 نشان مي دهد؟چه عددي راLL2132121/0 عبارت-3

يك عدد اعشاري باشد، بسطa اگر. را بنويسيد342/73و53/2و1/0بسط اعشاري اعداد-1

 اعشاري آن چگونه خواهد بود؟

و محاسبه بسط اعشاري مجموع اينLL444/7وLL222/1 با محاسبه اعداد گوياي-2

 دوعدد نشان دهيد

LLLLLL 666/8222/1444/7 =+
)111/1(2 بسط اعشاري عدد-3 LLرا حساب كنيد.

LLLL ثابت كنيد-4 111/1222/05 =×

تمرين در كلاس

مسائل


